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0 UVOD

0 Uvod

Ahoj,

tento text jsem sepsal v ramci pripravy na zkousky uvodniho kurzu stro-
jového uceni. Jedna se o velmi stru¢ny prehled klicovych koncepti, které
mi osobné prisly dilezité nebo zajimavé. Pro hlubsi porozuméni tématu
doporucuji nasledujici literaturu:

« Murphy K. P.: Probabilistic Machine Learning: An Introduction.
« Bishop Ch. M.: Pattern Recognition and Machine Learning.

- Hastie T., Tibshirani R., Friedman J.: The Elements of Statistical
Learning.

TC



1 ROZHODOVACI STROMY

1 Rozhodovaci stromy

Na vstup predpoklddame tabulku s N zdznamy a p piiznaky X,..., X,1.
Cilem je vytvorit rozhodovaci strom ktery pritadi co nejvice vstupiim co
nejpresnéjsi hodnoty Y. Exhaustive search takového optimalniho stromu
je NP-uplny problém, existuji vsak algoritmy nabizejici kompromis. Pro
klasifikaci ID3 a pro regresi CART nabizeji suboptimalni ale dosazitelné
resent.

1.1 Algoritmus ID3

Algoritmus ID3 je hladovy algoritmus pro konstrukci rozhodovaciho stromu.
V kazdém vrcholu hleda podle zadaného kritéria nejlepsi test (rozhodo-
vaci pravidlo) nepouzitych ptiznaki, které nejlépe rozdéli data na dvé
podmnoziny, které maximalizuji vybrané kritérium.

Algoritmus zac¢ina s celym datasetem a rekurzivné se zanotruje do synt,
dokud nenastane zastavovaci kritérium (typicky max hloubka, maly pocet
zaznamu v listech, ...).

1.2 Kritéria pro vétveni
1.2.1 Mira neusporadanosti

Na binarni mnoziné kde py a p; oznacuji poméry 0 a 1, definujeme miru
neusporadanosti jako funkci py splnujici:

1. nezépornost na [0, 1],
2. nulovost pro pg = 1 nebo py = 0,

3. maximum nabyva v py = %,

1

,5} a klesajici na [1 1}

4. je rostouci na [O 2

1.2.2 Entropie

Definici miry neusporadanosti napriklad splnuje entropie.

H(D) = —pologpy — (1 — po)log(1 — po)



1 ROZHODOVACI STROMY

Entropii 1ze definovat i pro nebinarni hodnoty.
k-1

H(D) = — > pilogp;
1=0

Entropie (pojem z teorie informace) pouziva dvojkovy logaritmus a pracuje
s jednotkou bit (Claude Shannon).
1.2.3 Gini index

Misto entropie lze pouzit gini index (gini impurity), které ma podobné
vlastnosti.

GI(D) = gpi(l — i)

1.2.4 Informacni zisk

Priznak pro rozdéleni se voli podle informacniho zisku

IG(D) = H(D) — tyH(Dy) — t:H(D1)
kde Dy, D; jsou prislusné podmnoziny D a ty,t; poméry poctuOalvY.

1.3 Pouziti pro klasifikaci a regresi

1.3.1 Klasifikace

V pripadé klasifikace strom rozhoduje vétsinovym hlasovanim v prislusném
listu, do kterého zaznam prislusi. Pomér vysledného prvku v listu urcuje
jistotu modelu pri takové volbé.

1.3.2 Regrese
U regrese se rozhoduje podle priméru v prislusném listu.

Konstrukce stromu v regresni tloze probiha podobné jako v klasifikacni.
Misto minimalizace miry neuspofadanosti, algoritmus déli data tak, aby
byly hodnoty v listech co nejblize ke stiedni hodnoté.

Pro odhad odchylky od stfedni hodnoty se pouziva MSE (mean squared
error), piipadné MAE (mean absolute error).
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MSE(Y) = 3 X (F-T)  MAE(Y)= o ¥ [¥i- Y]

Hladovému algoritmu konstrukce stromu, ve kterém se minimalizuje MSE,
se 1ikd CART (classification and regression trees).

Jako alternativu informacniho zisku (ID3), pouziva CART

MSE(D) — to MSE(Dy) — t;, MSE(D,)

1.4 Hyperparametry

Rozhodovaci stromy maji ¢asto nizky bias a vysokou varianci. Jako hyper-
parametry rozhodovaciho stromu muzeme volit rtizna ukoncovaci pravidla,
kterymi zamezit preuceni.

1. délici kritérium
(a) gini, entropy (klasifikace)
(b) squared error, absolute error (u regrese)
2. max hloubka, od které algoritmus uz dale nedéli
3. minimalni pocet dat v mnoziné ptred, resp. po, déleni

4. minimalni nutna hodnota informac¢niho zisku

1.5 Shrnuti

Rozhodovaci stromy jsou nenaro¢éné na pripravu, jsou dobre interpretova-
telné, jednoduché a rychlé. Jsou vsak nerobustni a je snadné je preucit.
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2 Metoda nejblizsich sousediit kNN

Metoda nejblizsich sousedii je model supervizovaného uceni, které predikuje
na zakladé nejblizsich zdznamii ve vicedimenzionalnim prostoru trénovacich
dat.

2.1 Hyperparametry

2.1.1 Pocet sousedii k

Cislo k uréuje pocet nejbliz§ich soused, ze kterych model poéité predikei.
Vyssi hodnota zabranuje preuceni.

2.1.2 Vzdalenost (metrika)

Metrika na mnoziné X je funkce d : X x X — [0, +00) takova, ze pro
kazdé x,y, z € X plati

1. pozitivni definitnost: d(x,y) > 0Ad(z,y) = 0 pravé tehdy kdyz x = y
2. symetrie: d(z,y) = d(y, x)
3. trojuhelnikova nerovnost: d(z,y) + d(y, z) > d(z, 2)

Castymi metrikami jsou Minkowského k-metriky (Lj vzdalenosti)

p—1
|z —yllx = di(z, y)r = j > @ — yil?
i=0
Specialné pro k = 1 dostavame Manhattanskou vzdalenost
p—1
di(z,y) = > |zi — yil
i=0

Pro k = 2 Eukleidovskou vzdalenost

p—1

dy(, y) = J > (zi — yi)?

i=0
A pro k = 400 Chebyshevovu vzdélenost
doo(@,y) = max |z — vil

7



2 METODA NEJBLIZSICH SOUSEDU KNN

Priklad dalsich ¢asto pouzivanych metrik je Levenshteinova editac¢ni vzdale-
nost dvou fetézcu nebo kosinova vzdélenost dvou vektort podle hlu (pouze
pozitivné semidefinitni), které sviraji

dx,y) =
]2[ly2

Existuji i sofistikovanéjsi metriky jako je napriklad Jaccardova pro mnoziny
nebo Haversinova pro vzdalenost dvou bodt na sfére.

2.1.3 Vaha sousedu

U regresnich tloh muze byt vaha sousedt uniformni (kazdy z k sousedi ma
stejny vliv na vysledek predikce)

5
Yy= Yk
k iz
nebo muze byt vazeny podle vzdalenosti (blizsi soused je vlivnéjsi)
k-1
o W; 1
g = W kde w;=———
it Wi d(xi, m;)

2.2 Pouziti pro klasifikaci a regresi

Pro trénovaci data X € RM? s vysvétlovanou proménou Y € RY prediku-
jeme hodnotu vysvétlované proménné pro datovy bod @ € R? hlasovanim
(klasifikace), pripadné prumérem (regrese), k nejblizsich sousedu.

Model kNN ma tak velmi levné “trénovani', kdy pouze uklada trénovaci

Vv /s

2.3 Normalizace dat

Kvili rozdilnym rozsahtim priznaktt maji rozsahy hodnot v ptvodnich
datech nerovnomérny prispévek na vzdalenost. Tento problém se da resit
normalizaci do intervalu [0, 1], pfipadné [—1, 1], nebo standardizaci.

_ r; — min, . T; — T
normalizace: x; < standardizace: x; <+

max, — min, s2

Normalizace neni vzdy primocara. Nekdy se vyplati normalizovat jen nékteré
priznaky, nebo do rtzné velkych rozsahti, ¢imz se priradi uméla vaha.

8
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2.4 Prokleti dimenzionality

Metodé kNN neprospiva vysoka dimenzionalita. S vyssi dimenzionalitou
rostou vzdalenosti vsech bodi a miize se stat, ze v pripadé ridkych dat je
okoli, co do vzdalenosti, prazdné nebo nereprezentativni (rozdil vzdalenosti
vzdalenych a blizkych bodu se zmensuje).

Nominalni data se predzpracovavaji pomoci OHE, coz kviili témto problé-
mum neni idealni. Problém predstavuje také pritomnost méné relevantni
priznaki, protoze se model chova ke vSsem rozmértim stejné.

Pro rostouci pocet dimenzi vyznamné roste potiebny pocet prvki pro
zaplnéni prostoru a reprezentativni predikce.
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3 Linearni regrese

V modelu linearni regrese predpokladame linearni zavislost vysvétlované
proménné na hodnotach priznaki.

3.1 Model

Pro data s hodnotami priznaki X, ..., X, a hodnotou vysvétlované pro-
meénné Y predpokladame linearni model

Y =wo+wi Xs+... +wyX,+¢
kde w; jsou neznamé koeficienty a ¢ predstavuje chybu nebo nekonzistenci
vysledné hodnoty Y, kterou model nezachycuje a pro kterou plati Ec = 0.
V bodé (z1,...,z,)" tohoto modelu plati vztah
Y:w0+w1x1+...—|—wpxp—|—5:wT:c+5
kde zavadime nasledujici vektorovou notaci pro vstup x a vektor vah w
x=(1,21,...,2,)"

w = (wo,wl,...,wp)T

3.2 Predikce
S odhadnutymi vahami w predikujeme vztahem

A

Y =w'e =+ iz + ... + b7,

Pro skute¢nou hodnoty Y = w”x + ¢ plati z predpokladu Ee = 0

EY =Ew z+Ec=w'z

YV je tedy bodovym odhadem EY v bodé .

3.3 Metoda nejmensich ¢tverci

Metoda nejmensich ¢tvercli naléza hodnotu w odhadu w minimalizaci
nasledujici kvadratické ztratové funkce:

A

LY,Y)=(Y —=Y)?

10



3 LINEARNI REGRESE

Pro trénovaci mnozinou (x;,Y;),7 = 1,..., N minimalizujeme rezidualni
soucet ctvercu
N . N
RSS(w) = . L(Y; V) = X (Vi — w Ta;)?
i=1 i=1
3.3.1 DMaticovy zapis trénovaci mnoziny

Zavidime ndhodné vektory Y = (Y1,...,Yy)T,e = (¢1,...,en) a body

x1,...,xy zapisujeme do radki matice
T
I 1 561’1 SUl’p
X=|:|=|: : - i |eR¥H
T
Ty 1 IN1 * INp

Pti tomto znaceni plati rovnice Y = Xw + € kde Ee = 0.

3.3.2 Minimalizace RSS

N
RSS(w) = (Vi — wla)? = |Y — Xw]|?

1=1

Zacneme nalezenim gradientu této funkce

ORSS(w) _ ]zvj 2(Yi — w' @) (—wi )

510]‘ i=1
N
VRSS(w) = ¥ 2(Y; — wha;)(—x;)
=1
= 2X1(Y - Xw)

Polozenim V RSS(w) = 0 obdrzime normélni rovnici

XYy - X"Xw=0.

Predpokladdme-li, ze X7 X je regularni, pak lze w odhadnout nasledovné

wors = (X' X)' XY

V piipadé regularni matice X7 X je worg jedinym kritickym bodem. Z ge-
ometrické interpretace, kterou dosdhneme stejného vysledku, bude plynout,
ze se jedna o globalni minimum RSS(w).

Predikce Y v bodé x je Y = W} sx.

11



3 LINEARNI REGRESE

3.3.3 Geometricka interpretace

Minimalizace RSS(w) = ||Y — Xw||? je problém ekvivalentni minimalizaci
|Y — Xw||. Hleddme tedy w € RPT! takové, Ze vektory Y a Xw jsou si
v prostoru RY co nejblize.

Xw je linearni kombinaci sloupcti X:

p
Xw = Z ’lUZ'X:’Z' € <X;,0, X:’l, cey X:7p> =P
i=0

Hledany bod X w je proto nejblize k bodu Y, pravé pokud je vektor Y — X w
ortogonalni na podprostor P:

XTZ(Y — Xw) =0 pro vsechna i = 0,1,...,p

Coz po prepsani do maticového tvaru da opét normalni rovnici

XY - Xw)=X"Y - X"Xw=0
Z vah také navic plyne, ze kazdé W, které spliiuje normalni rovnici, RSS(w)

minimalizuje (jedna se o globdlni minimum).

3.4 Regularita versus linearni nezavislost sloupcti ma-
tice X

Pro libovolné s € RP*! plati nasledujici posloupnost implikaci:
X'Xs=0=s"X"Xs=|Xs|’=0=>Xs=0=X"Xs=0

7 toho vyplyvé, ze XT X je regularni pravé tehdy, kdyz X s = 0 pouze pro

s = 0, coz plati pravé tehdy, kdyz jsou sloupce matice X linearné nezavislé.

To zfejmé nemusi vzdy platit: napt. kdyz N < p + 1 nebo pokud je néjaky
priznak linedrni kombinaci ostatnich.

Normélni rovnice mé v piipadé regularni X7 X pravé jedno feseni.
wors = (XTX) ' XTY

V opac¢ném pripadé ma jich ma nekoneéné mnoho.

12
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3.5 Problém kolinearity

Pokud je néjaky priznak “skoro” linearni kombinaci ostatnich priznakii,
pak mizeme narazit na problém kolinearity. V pripadé silné korelovaného
priznaku je prislusna proménna do jisté miry zbytecna, protoze ve svém
rozméru (dimenzi) nepfidava zadnou informaci navic a zaroven mize mit
ve vysledném vektoru wors vysoky koeficient. Jako priklad lze uvést 3-
dimenzionélni prostor (X1, Xs,Y") ve kterém teseni degeneruje do skoro-
primky, kterou lze protnou rovinou vice zptisoby.

3.5.1 Daisledky kolinearity

Ve vysledku kolinearita zptisobuje vysoky rozptyl @wors, ktery je tak velmi
citlivy na data. Pro riizné realizace stejného nahodného vybéru se reseni
normalni rovnice muze znacné liSit. Vysoky rozptyl se nasledovné prenasi
na predikce, které jsou pak méné spolehlivé.

3.5.2 Reseni problému kolinearity

Resenfm by bylo odstranit p¥iznaky, které kolinearity zptisobuji. To vak nenf
vzdy jednoduché. S vyssim poétem priznaki je velmi obtizné takové sloupce
identifikovat. Také se muze stat, ze kolinearita je mezi velkym pocétem
priznakt, které jsou dohromady klicové pro spravnou predikci. V takovém
pripadé neni idedlni takové priznaky zahodit. Existuji vSak metody, které
dokazou pocet priznaku snizit (odstranénim, pripadné nahrazenim mensim
poctem) tak, aby byly sloupce LN.

Je také mozné zménit funkci, kterou minimalizujeme, abychom méli sta-
bilnéjsi a jednoznacnejsi feseni. Typicky se pridava regulacni clen, ktery
problémy kolinearity mtze zmirnit (hfebenova regrese v sekci 4l nebo lasso

v sekci .

3.6 Shrnuti

Linearni regrese je rezistentni vii¢i problémtim spojené s vysokou dimenzi
dat. Problém nastava, kdyz je dat méné nez priznaki nebo kdyz jsou
priznaky silné korelované.

13
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4 Hrebenova regrese

Hrebenova nebo také Ly regularizace, stejné jako linearni regrese, predpo-
kldd4 linedrni model Y = w”x + . Nicméné navic fesi problém kolinearity
tim, ze penalizuje vysoké hodnoty koeficienti w vyjma interceptu.

4.1 Regularizovany rezidualni soucet c¢tverct

Hriebenova regrese tedy minimalizuje nasleduji rezidualni soucet ¢tverct
2 AN
RSS\(w) = ||Y — Xw|"+ A > w;
i=1

s regula¢nim c¢lenem A\ > 0.

Pro A = 0 dostavame klasickou neregularizovanou linearni regresi. Intercept
se nepenalizuje, protoze ten jen zajistuje Ee = 0.

4.2 Minimalizace regularizovaného RSS

Pro tucely hrebenové regrese zavedeme

r— |V Y e peren

Regularizovany RSS) 1ze vyjadrit Jako

p
RSS\(w) = [|[Y — Xw|* + A Y w?
i=1

= |Y - Xw|* + M\’ T'w

Nalezneme parcialni derivaci a nasledné gradient

N
aLS(’lU) = Z(Y; — wTa:Z-)(—a:Z-J) + 2>\w]
871)] i=1
N
VRSS(w) = 3 2(Y; — whay)(—x;) + 2\ T'w
=1

= 2X1(Y — Xw) + 2\T'w

14



4 HREBENOVA REGRESE

A polozenim rovno nule obdrzime ekvivalent normalni rovnice

XY - X"Xw - \Nw=0
XY - (XTX + \)w =0

Hessova matice zde vychazi

Hgss, (w) = 2(XTX — \I)

Pro libovolné s € RP*! s #£ 0, ) > 0 plati
sTXTX + MX)s=s"XT"Xs + \s'T's
P
= | Xs[I* + A X sf >0,
i=1

Matice XTX + I’ je tedy vzdy pozitivné definitni a reguldrni a feSeni
normalni rovnice pro regulované RSS) je jednoznacné.

(XTX + I XTY

W),

Predikce modelu je Y = @' .

4.3 Modely bazovych funkci

Model linearni regrese, pripadné hrebenové regrese, modeluje pouze line-
arni funkci. Mnozinu priznaki lze vsak rozsitit jejimi transformovanymi
variantami.

4.3.1 Bazové funkce

Pro M € N zvolme M funkci ¢, ..., oy z RP do R reprezentujici transfor-
mace. Témto funkcim rikame bazové funkce.

Modely bazovych funkci se od predchozich linearnich regresnich modelt lis
pouze tim, Ze misto ptivodniho x pracuje s ¢(x) = (1, p1(x), ..., o (x))T

15



4 HREBENOVA REGRESE

4.3.2 Volba bazovych funkci
Casté volby béazovych funkef jsou
« p(x) = x; — puvodni priznaky
- o(x) = 22, x;x; — mocniny, souciny (polynomialn{ regrese)
- p(x) = log(asz) V/Ti,sin(x;) — nelinearni transformace
(x)

« o(x) = 14 — indikatory (déleni prostoru)

4.3.3 Model

Model bazové funkce rozsifuje moznosti hfebenové regrese a miize jej délat
velmi mocnym a sofistikovanym néastrojem.

r— p(x): Y =w o) +e

Postup s transformovanym vektorem x' := cp(a:) je dal zcela analogicky
jako u h¥ebenové regrese a predikce modelu je Y = b To(x).

16
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5 Vybér priznaku

Casto je vyhodné pocet piiznaki pfed trénovanim model snizit. Proces,
ktery zvoli néjakou vyhodnou podmnozinu priznak, je feature selection.
Tento proces spada do ¢asti predzpracovani dat, konkrétné se jedna o podob-
last redukce dimenzionality (dimension reduction).

Vybérem priznakh fesime hned nékolik problémii najednou:

- Zahozenim nerelevantnich a redundantnich priznak miizeme vy-
znamné zlepsit schopnost generalizace modelu (model neni zatizeny
Sumem).

« Pomdaha s prokletim dimenzionality (curse of dim.), kdy vysoka di-
menze zpusobuje ridkost dat a nerelevantnost sousedstvi.

- Zlepsuje interpretovatelnost modelu.

« Snizuje vypocetni naroky pro trénovani.

5.1 Zakladni metody vybéru priznaki
5.1.1 Filtracni metody

Filtra¢ni metody jsou jednoduché a casto nevyzaduji ndro¢né trénovani
modelt:

« Vyhodit priznaky s prili§ nizkym rozptylem (jsou témér konstantni).
« Vyhodit priznaky, které maji prilis chybéjicich hodnot.

« Vyhodit redundantni priznaky, které maji vysokou korelaci s jinym
priznakem (jsou v datasetu jiz zastoupeny).

- Vyhodit priznaky, které maji s cilovou proménnou nizkou korelaci
(je dobré v kombinaci s bazovymi funkcemi — samotny ptiznak totiz
nemusi vysvétlovanou proménnou ovliviiovat pouze linedrné).

« U binarnich priznakt rozdélit data na dvé populace a provést hypotézu
o rovnosti stiednich hodnot obou populaci (dvouvybérovy t-test).

« Provést test nezavislosti mezi priznakem a vysvétlovanou proménnou.
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5 VYBER PRIZNAKU

5.1.2 Obalové metody

Obalové metody pouzivaji pro ohodnoceni priznakia pomocny model, ktery
na prislusné kandidatni mnoziné ptriznaki natrénuji a pak vykon porovnaji
se stejnym modelem natrénovany na jiné sadé priznaki.

Pokud se jako pomocny model pouzije findlni model, je vyhodou, ze se zvoli
tu sadu priznaki, kterd dobfe pracuje s vybranym modelem. V takovém
pripadé vsak snadnéji dochézi k preuceni. Vybere-li se ale jiny model, sada
priznakil miize byt zvolena nevyhodné pro finalni model.

Pokud je kandidatnich mnozin priznakt hodné, je tato metody vypocetné
narocna, proto se ¢asto pouzivaji hladové algoritmy:

« Dopredny vybér (forward selection) za¢inad s prazdnou mnozinou a
postupné pridava priznak, ktery v dané iteraci nejvice zvysi vykonnost
modelu.

« Zpétny vybér (backward selection) zac¢ind se vSemi priznaky a po-
stupné odebira ty, které nejméné snizi vykonnost modelu.

« Rekurzivni odebirani pfiznakt (recursive feature elimination) po-
stupné odebira podle vnitiniho ohodnoceni priznakti pomocného
modelu (u norm. linearni regrese koeficienty, u stromu piislusny infor-
macni zisk)

Algoritmy bézi dokud nemaji pozadovany pocet priznaki, pripadné mohou
skoncit i s mensim poctem priznaki, pokud pridavani, resp. odstranéni,
priznakili nesnizuje vykonnost.

5.1.3 Vestavéné metody

Vestavéné metody (embedded methods) provedou vybér priznakt natré-
novanim modelu na celych datech a pak zahodi priznaky, které se naucil
viitbec nepouzivat.

U linearni regrese se jedna o priznaky s koeficientem 0, u rozhodovaciho
stromu ty, které se nikde nepouzily, atd.

5.2 Lasso

Nejpouzivanéjsi vestavénou metodou je L; regularizovana linearni regrese,
ktera voli mnozinu priznakiti s nenulovym koeficientem.

18



5 VYBER PRIZNAKU

Na rozdil od hiebenové regrese penalizuje absolutni hodnotu koeficientti.
Pro A > 0 minimalizuje

RSSY™ = Z(Y V)24 A Z |wi|
=1
Pro A = 0 se jedna o klasickou linearni regresi. Pro A > 0 cili na co nejmensi
koeficienty, ale nevadi mu vysoké hodnoty.
RSSY*° nenf diferencovatelny, proto se feseni hled4 iterativni metodou:

WYS° = arg min RSSY™% (w)
w
Vyhoda modelu Lasso je, Ze @} je ¥{dké — hodné ¢lenti je rovno nule.
S vyssi A jsou nuly castéjsi.

Formalni dtikaz tohoto tvrzeni je slozity, ale pro predstavu lze znézornit
obrazkem.

AN
NQN
\

.
.
\\
A=

AR
\

NN
NN

Cervené jsou vykreslené vrstevnice parabolické jamy neregularizované ¢asti
SN(Y; — YZ)2 Piimo na néjakych osach bude hyperkrychle vrstevnici pro-
tinat celkem Casto, zatimco hypersféra prakticky nikdy (pokud nelezi mini-
mum pfimo na ose).

U Lasso miize byt nezadouci, ze v pripadé kolinearity ma tendenci volit pouze
nekteré z priznakii. To se projevuje jako nevyhoda predevsim u novych dat
— priznak muze chybét nebo byt sam o sobé zatizeny néjakym sumem. Proto
existuje model, elastic net, ktery ma oba regularizacni ¢leny (L1 i Ls) a
kombinuje vyhody obou pristupti:

N
RSSFestc ret — $~(y; — ;) +>\12\w1\+)\22w

=1 =1
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5 VYBER PRIZNAKU

~ Elastic net . Elastic net
w/\l’)\2 = arglinln ]R,SS/\l’)\2 (w)
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6 STATISTICKE VLASTNOSTI MODELU

6 Statistické vlastnosti modelu

V modelu pro trénovaci mnozinu Y = X w + € je € ndhodny vektor, z ¢ehoz
plyne, ze Y je ndhodny vektor, a tedy i @, je nahodny vektor.

6.1 Ocekavana chyba modelu

Protoze je odhad w) nahodny vektor, miizeme pomoci kvadratické ztratové

funkce zkoumat o¢ekévanou chybu predikce Y = w” x +¢ pomoci Y = wiz.

6.1.1 Rozklad ocekavané chyby modelu

Predpokladame-li, nezavislost trénovaci mnoziny s testovaci mnozinou, tedy
i nezavislost Y a Y, pak lze ocekavanou chybu spocist jako

A

ELY,Y)=E(Y -Y)’=...=varY + E(Y —EY)? = ¢? + MSE(Y)

Prvni ¢len odpovida Bayesovské chybé, kterd je dana nahodnosti modelu.
Druhy ¢len zna¢ime MSE(Y') (mean squared error), ktery se da dale délit
na dva cleny:

MSE(Y)=E(Y —EY)? =... =
—(EY —EY)?+E(Y —EY)?
— (bias Y)? 4+ var Y’

kde biasY znad vychyleni odhadu VavarY jeho rozptyl. Finalni dekom-
pozice ocekavané chyby odhadu je

EL(Y,Y) = 0% + (biasY)? + var Y

a sklada se z neodstranitelné Bayesovské chyby. kvadratu vychyleni odhadu
a rozptylu odhadu.

Tento rozklad je pouze teoreticky, v praxi mame jen celkové MSE, které se
snazime minimalizovat.

6.2 Bias-variance tradeoff

Zpravidla s komplexitou modelu klesa bias (vychyleni), ale roste variance
(rozptyl) — model se preucuje.
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6 STATISTICKE VLASTNOSTI MODELU

U hrebenové regrese s rostoucim regulac¢nim koeficientem klesé rozptyl
(regularizace je silngjsi, odhad @ je stabilngjsi), ale zaroven roste vychyleni
(koeficienty vice “dusime” a jsou systematicky podhodnocované). Takovému
chovani v zavislosti na hyperparametrech modelu se nazyva bias-variance
tradeoft.

V praxi pri ladéni hiebenové regresi hleddme optimalni A, pri které je MSE
na validacni mnoziné (Y;, ;) nejmensi. MSE odhadujeme

1

1
MSE = — > (Y — W, )’

n
n ;=1

Pri pouziti hfebenové regrese je rozumné priznaky standardizovat, aby byly
rozsahové podobné a penalizované stejné. Priznaky X; nahradime

N
(Xi); a sy, =77 Z:l(Xz' - X;)°

M=

X; — X, .
= kde XZ =N
SX; i=1

X, +

6.3 Nestrannost odhadu v metodé nejmensich ¢tverci

Protoze je wors bodovy odhad (statistika) muzeme zkoumat zda je ne-
stranny. Predpokladame-li Ee = 0, pak z linearity stfedni hodnoty plati

EY =E(Xw+¢e)=EXw+Ee = Xw
Déle plati

Eors = B[(XTX) ' XTY]
= (XTX) ' XTE[Y]
= (X' X)' X" Xw=w
7, ¢ehoz plyne

A

EY = E(w);sz) = E(Wors) 'z = w'x =EY

Y je tedy nestrannym bodovym odhadem EY . To znamena, Ze pro neregu-
larizovanou linearni regresi plati, ze je vychyleni nulové:

biasY = EY —EY = 0.
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7 Logisticka regrese

Logisticka regrese predikuje pravdépodobnost jednotlivych hodnot vysvét-
lované proménné. Pro binarni klasifikaci Y € {0, 1}, na kterou se omezime,
tedy vraci pravdépodobnost 1, P(Y = 1) € [0, 1].

7.1 Pouziti pro binarni klasifikaci

7.1.1 Sigmoida

V modelu pouzijeme linearni vyraz w!@ = wy + wizy + ... + w,x,, ktery

ma vsak obor hodnot na celém R. Tento vyraz proto dosadime do funkce,
ktera je ostfe rostouci a ma obor hodnot podmnozinu [0, 1]. V logistické
regresi volime sigmoidu

ez_ 1

l+er 1+4e*

fx) =

Jedna se o specialni pripad logistické funkce

L
1+ efk(x—xo)’

fz) =

se supremem L = 1, koeficientem ristu £ = 1 a stredem xy = 0.

Sigmoida mé jako defini¢ni obor celé R a obor hodnot (0,1). Na celém
definiénim oboru je ostfe rostouci, limita pro x — —oo je 0 a pro x — +00
je 1. Také plati, ze stfed ma v bodé 0: f(0) = 3.
7.1.2 Fungovani modelu logistické regrese

Bindrni klasifikace cilové proménné Y € {0,1} s p pfiznaky Xi,..., X,
logisticka regrese provede predikci pravdépodobnosti

PY =1|zw)= —

1 +ew®
kde ¢ = (1,z1,...,2,) je vektor hodnot priznaki a w = (wy,...,w))
je vektor koeﬁc1entu Model zvoli 1 kdyz P(Y =1 | w) > 0 Jinak

predikuje 0.
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7 LOGISTICKA REGRESE

7.2 Hranice rozhodnuti
Hranice rozhodnuti je dana rovnici
PY=1|z,w)=05 < wax=0 < w t+wwr+.. +wmw,=0

To odpovida nadroviné v prostoru RP. Hranici tedy tvori linearni varieta
dimenze p — 1.

7.3 Logisticka regrese jako MLE odhad

Vzhledem k tomu, Ze u logistické regrese predikujeme pravdépodobnost
hodnot proménné Y, nelze vylozené mérit chybu takovych odhadi a nasledné
je minimalizovat jako u linearni regrese. Proto parametry w odhadujeme
MLE (maximum likelihood estimation) metodou maximéalni vérohodnosti.

7.3.1 Myslenka MLE odhadu

Pro parametry w = (wg, w1, ..., w,) jsou pravdépodobnosti nasledujici
e’UJT.’B
pi@iw) = PV =1 2w) = 1
1
po(aiw) = P(Y =0 @,w) = oy

MLE je takovy odhad parametrii, pro které je dana realizace nahodného vy-
béru nejpravdépodobnéjsi (ma nejvétsi vérohodnost). Metoda maximalni vé-
rohodnosti formalné odhaduje hodnotu @ parametru w, ktera maximalizuje
L(w; X)) na trénovacich datech X = (x1,...,xn), kdex; = (1, 2,1,...,2i,)
jsou jednotlivé namérené hodnoty:

N
w € {argmax L(w; X)} , kde L(w; X) = [] py.(x;; w)

weRp+1 i=1

7.3.2 Sestaveni optimalizac¢ni tlohy pro trénovani

Pro tuto funkci se snazime nalézt maximum (nemusi existovat). Pred zderi-
vovanim se vSak Casto vyplati vérohodnost zlogaritmovat (log-likelihood),
ktery je na (0, +00) prosty a ostfe rostouci a tudiz ma maximum ve stejném
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7 LOGISTICKA REGRESE

bodé.
N
l(w; X) =1nL(w; X) =) Inpy(x; w)
i=1

N
= ZYilnpl(wi;w) + (1 - Y;) hlpO(wi;w) —
1=1

— Zg:l <Y;wTa:,~ — 1n<1 + 6“’T$i)>

Parcialni derivace a gradient vychazi

. N i ..
Olw; X) _ § (mm _ e
1=1

8wj
Viw; X)= X" (Y —P), kde P = (pi(xz1;w),...,pi(xN;w))"

Nas odhad lezi v bodé, kde vérohodnost nabyva maxima, coz nalezneme
polozenim gradientu nule:

Vi(w; X) = X7 (Y . 13) ~0

Zde neexistuje explicitni Teseni a je treba jej hledat numerickymi aproxima-
tivnimi metodami (napf. vicerozmérnou Newtonovou metodou lze ukazat,
ze Teseni konverguje k lok. maximu, které je v pripadé logistické regrese
soucasné globalnim maximem).

Vypocet koeficientt logistické regrese je vypocetné naroény. Bez explicit-
niho vzorce je vysledek jen aproximace a je mozné, ze pocitac¢ nic nevrati
(nepodaii se mu nalézt dostatecné dobra aproximace).

Funkce ¢(w; X) také zddné maximum mit nemusi. V takovém pripadé se nu-

merickou metodou pouze snazime hledat piiblizné feSeni X7 <Y — 13> = 0.
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8 Ensemble metody

Ensemble metody spocivaji v konstrukci velkého mnozstvi jednoduchych
modeld, jejichz predikce se zkombinuji do findlniho rozhodnuti.

8.1 Bagging (bootstrap aggregating)

Jednou z metod konstrukce slabych podmodeltu (weak learners), je tréno-
vani nad nahodnym vybérem trénovaci mnoziny. Tim se zajisti rozdilnost
podmodeld, jejich pestrost a variabilita. Tato metoda se nazyva bootstrap.

8.2 Nahodné lesy

Velmi silnym a mocnym reprezentantem bagging metody je ndhodny les,
ktery agreguje stromy. Tyto stromy jsou zpravidla malé hloubky. Datasety
vzniklé bootstrapem zptisobi vyssi pestrost stromt, které jsou sami o sobé
velmi citlivé a u kterych se mala zména dat casto projevuje velmi rozdil-
nymi vysledky. Stromtim s rostouci hloubkou klesa bias, ale roste variance.
Kombinaci stromti model v jistém smyslu rozptyl kroti. Diky této stabilité
funguje ndhodny les v praxi velmi dobfte.

8.2.1 Pestrost stromu

Dalsim velmi dilezitym krokem v konstrukci nahodného lesa je nahodny
vybér priznak pri kazdém déleni listu béhem konstrukce jednotlivych
stromt. Algoritmus ndhodné voli néjakou podmnozinu priznaki (o velikosti
napr. /-, log) mezi kterymi hledd ten nelepsi split. Silné prediktory budou
stale hodné zastoupené, nicméné v pripadé, ze se ve vybéru nevyskytnou,
maji Sanci vyslednou konstrukci ovlivnit i slabsich prediktory (které se
mohou nyni vyskytnout i v kofeni nebo jinde ve vyssich hladinach).

8.2.2 Predikce

Nahodny les kombinuje vysledky stromt v pripadé klasifikace majoritnim
hlasovanim a v pripadé regrese prumérem.

8.2.3 Shrnuti

Rozhodovaci stromy jsou diky kolektivnimu rozhodovani velmi robustni,
diky prumérovani odolné vuci preuceni (s rostoucim poétem priameérovanych
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8 ENSEMBLE METODY

hodnot klesa rozptyl a roste spolehlivost). Naopak ztraci interpretovatelnost
a trénuji se znatelné déle (konstrukce stromu lze vSak provadét paralelné).

U nahodného lesa ladime jako hyperparametry c¢etnost podmodeld, ma-
ximalni hloubku jednotlivych stromi, pocet/pomér ndhodné vybranych
priznaki pri vétveni.

8.3 Boosting

8.3.1 Vazené hodnoty u rozhodovaciho stromu

Princip vazenych dat u rozhodovaciho stromu je nasledovny: Kazdému
prvku x; v trénovaci mnoziné ptiradime nezapornou vahu w(x;) tak, ze

N
i=1

Pri uceni se tak vyznam vah u vypoctu informac¢niho zisku trochu méni.

IG(D) = H(D) — tgH(Dy) — t1 H(Dy),

kde Dy, D; jsou prislusné podmnoziny D, jsou nyni koeficienty definované

jako

. ZwEDO w(w)
ZweD w(m)

o Zwepl w(w)

t = .
0 EwED w(w)

i1

Takhle nauceny strom klade vétsi diiraz na to, aby spravné predikoval datové
body s vyssi vahou.

8.3.2 AdaBoost

AdaBoost podobné jako bagging konstruuje velké mnozstvi stromii, jejichz
vysledky pro finalni predikci kombinuje. Na rozdil od ndhodného lesa vsak
spolu vybudované stromy souvisi. Stromy se konstruuji sekvencné, pricemz
kazdy strom v posloupnosti se soustiedi na ty datové body, ve kterych
predchozi strom chyboval (zvysi jim vahu).

Konstrukce stromii  V algoritmu se vyskytuje hodnota A (learning rate),

ktera v pripadé, Ze je mensi nez jedna trénovani zpomaluje a zabranuje
preuceni. Pro A > 1 je konstrukce vyznamnych stromt rychlejsi, ale zaroven
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volatilni (zbésile fesi “aktualni” problém, kterym rychleji vznikaji Spatné
klasifikované hodnoty, na které se nesousttedil).

Algorithm AdaBoost
Require:
Trénovaci data D.
Learning rate A > 0.

Prirad vsem datovym bodim vahu w; = %

Poloz m = 1 (indexuje stromy v posloupnosti).

while m < n_estimators do
Natrénuj strom 7™ s vdhami w;.
Spocitej soucet vah e™ gpatné klasifikovanych hodnot v 7.
Pokud je ™ = 0, skondi.

Poloz

1 —elm
al™ — Alog ¢
e(m)

8: Spatné klasifikovanym prvkim v 70" piifad nové vihy

W; 4— wW; exp (a(m)) .

©

Vahy znormalizuj, aby soucet byl 1, a inkrementuj m.
10: end while
1: return 70, 7@ T

O regularizaci Regularizaci vétsinou doprovazi néjaky tradeoff. V pri-
padé AdaBoostu se jednd o pomalejsi trénovani (je potieba vic stromu),
nebo v pripadé hrebenové regrese zpusobuje vychyleni odhadu .

Predikce Model kazdému stromu 70 pfitadi vahu o™ a pii klasifikaci
spocte W7 soucet vah stromii, které predikuji 1, a W; soucet vah stromni,
které predikuji 0. Ve findle predikuje tu hodnotu, kterda ma mezi vSemi
stromy vyssi celkovou vahu.

Existuje i verze AdaBoostu pro multiclass klasifikaci: AdaBoost-SAMME,
a pro regresi: AdaBoost.R2. AdaBoost nemusi nutné pouzivat stromy. Umi
pouzivat jakykoliv model, ktery umi spravné pracovat s vazenymi datovymi
body.
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9 Evaluace modelua

Jedna z klicovych aspektt strojového uceni je, aby natrénovany model byl
schopny generalizace — fungovat dobfe na novych vstupech.

PTi trénovani muzeme natrénovat celou fadu modelu (napf. ze stejné rodiny
ale s riaznymi sadami hyperparametri). Pro to, abychom mohli modely
porovnat, potrebujeme mit né¢jakou kvantitativni miru vykonnosti — metriku.
To jakou zvolime c¢asto zalezi na charakteru problému. Nékdy chceme
minimalizovat drobné chyby, nékdy celkovou chybovost, apod.

9.1 Ztratova funkce

Uvazujme model natrénovany na vstupu X s vysvétlovanou proménnou Y .
Takovy model zpravidla neni dokonaly a pro X predikuje néjaké ¥ = V' (X).
Funkci L, métici chybu této predikce, nazyvame ztratovou funkei (loss
function).

Regrese V piipadé regrese je typicka kvadraticka ztratova funkce (squared
error):

LY,Y)=(Y =Y)?,

pripadné L, ztratova funkce méfici absolutni chybu (absolute error):

LY,Y)=|Y —Y].

Klasifikace U binarni klasifikace se casto odhaduje pravdépodobnost
p=PY =1|X =m),

pro kterou se nabizi nasledujici ztratova funkce (binary cross-entropy loss
function)
L(Y,Y) = ~Ylogp — (1 —Y)log(l - p)

9.1.1 Trénovaci chyba

Pri trénovani se snazime minimalizovat primérnou hodnotu ztratové chyby
ptes vSechny prvky v trénovaci mnoziné (trénovaci chybu, test error):
1 X ~
€ITtrain — L= N Z L(K; Y(wz))
i=1
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V pripadé regrese se tedy bude jednat napriklad o:

1 XN . 1 XN .
MSEt ain = v (Y —Y)?* nebo MAEqa = v Yy —Y]
i=1 1=1

A u binarni klasifikaci o:

L= % [~ Yilog p(@:) — (1 — Vi) log(1 — p(x,)]

Regeni minimalizujici trénovaci chybu (test error) lze u nékterych modeli
spocist explicitné (closed-form solution), napt. u lin. regrese. Pro vétsinu
modelt to nelze a musime jej pocitat numericky iterativnimi metodami
(napr. gradientnim sestupem).

9.1.2 Testovaci chyba

Testovaci chyba (test error) je stfedni chyba na novém vstupu X pri dané
trénovaci mnoziné D:

Errp = E(L(Y,Y (X)) | D)

kterou muzeme odhadnout

1 Niest R
> (LY, Y (=)

test =1

CITtest =

Nejobecnéjsi mirou schopnosti modelu generalizovat je ocekavana testovaci
chyba (expected test error), ktera je stredni hodnotou testovaci chyby pro
nahodny vybér trénovaci mnoziny D:

Err = E(Errp) = E(L(Y, V(X))

Jedna se tedy odhad Errp s neznamym D.

9.2 Evaluacni scénare
7 pohledu evaluace mame dva tkoly:

« Vybér modelu - odhadnout chybu riiznych modeli za tcelem vybéru
nejlepsiho.

« Ohodnoceni modelu - odhadnout testovaci chybu finalniho modelu.
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9.2.1 Hold-out
Pokud mame dostatek dat, délime data na cast
« Trénovaci - k natrénovani konkrétnich model.
« Validac¢ni - k vybéru nejlepsi sady hyperparametri.

- Testovaci - k odhadu testovaci chyby, kterou oc¢ekavame na novych
datech.

Pro ziskani neoptimistického odhadu vykonnosti modelu, musi byt testovaci
cast skutecné novy vstup, ktery nijak neovlivnil parametry ani volbu modelu.

9.2.2 k-fold cross-validation

Pokud nemame dostatek dat, je ¢asto nerozumné je délit na trénovaci,
validac¢ni a testovaci. Vedlo by to na nedostatek dat pro spravné natrénovani,
dobrou volbu spravného modelu a spolehlivého odhadu testovaci chyby.

S kiizovou validaci se obejdeme bez valida¢ni mnoziny.

Algorithm Cross-validation

Require: 2 <k < N
1: Trénovaci data D rozdél na k£ podobné velkych podmnozin Dy, ..., Dy.
2. Pro j =1,..., k natrénuj model s danymi hyperparametry na D \ D;.
3: Na D; odhadni chybu modelu e;.
4: return cross-validation error

1
e =

k
>e
=1

= |

Takto odhadneme cross-valida¢ni chybu pro vsechny uvazované sady hy-
perparametri a zvolime model s nejnizsi takovou chybou. Zvoleny model
s nejlepsimi hyperparametry natrénujeme na celé mnoziné D.

Volba k je kvili vypocetnim naroktim obvykle mala (5, 10). Pro velmi
malé datasety muze vsak byt inosna i volba k = N (leave-one-out cross-
validation).

Cross-validation error Cross-validation error je odhad ocekavané testo-
vaci chyby Err a ne testovaci chyby Errp.
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9 EVALUACE MODELU

Pri skuteéné malém datasetu je mozné zvolit dvoustupnovou krizovou
validaci, ktera si neodklada testovaci sadu, ale zanoruje se s kiizovou validaci
o jednu stupen niz, pricemz vnitini cross-validacni chyba se pouziva pro
vybér modelu a vnéjsi pro odhad oc¢ekavané chyby.

Vnéjsi cross-validation chyba je pouze jedna (“spolecna”) a odpovida oce-
kavané testovaci chybé celé procedury pro vybér nejlepsiho modelu, ale
nejlepsi model teprve musime ziskat (natrénovani zvoleného modelu na celé
mnoziné D).

Finalni model Ve vsech metodach lze po vysledném odhadu testovaci
chyby pretrénovat nejlepsi model na celém datasetu a pro odhad vykonnosti
pouzit testovaci chybu, resp. oc¢ekavanou testovaci chybu, z predchoziho
kroku. U hold-out lze pred evaluaci na trénovacich datech jesté pretrénovat
model na (trénovaci + validacni) mnoziné.

9.3 Evaluace regrese

Nejcastéjsi volba ztratové funkce u regresnich tloh je MSE (mean squared
error) nebo MAE (mean absolute error):

]. N A 2 1 N A,
MSE= _ Y (Y, ~¥)? MAE= > |V~ ¥
N = N 3

Zatimco MSE je citlivéjsi na velkd residua, MAE se spise soustfedi na
celkovou chybu a odlehlym hodnotdm se chova “spravedlivé”. Jednotky
MSE jsou v kvadratech, proto se také casto udava preskalované RMSE,
které ma interpretovatelné jednotky vysvétlované promeénné:

1 XN N
RMSE = J S (¥ — Viy?
N &

Pro nezaporné hodnoty lze pouzit ztratovou funkci RMSLE, které se sou-
stfedi na relativni miru odchylek:

RMSLE ! %(1 Y; — log ¥;)? ! %1 2 Vi
= .| == (0] i — 10 i) = | og —=
N3 ¢ g N = & Y;

Koeficient determinace R? (coefficient of determination) vyjadiuje podil
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9 EVALUACE MODELU

variability cilové proménné, kterou model vysvétluje:

RSS vV, (logV; — log¥;)?

R*=1- — _
TSS >N (logY; —logY)?’

kde TSS je total sum of squares (RSS modelu, ktery predikuje Y pro kazdy
datovy bod).

9.4 Evaluace klasifikace

Matice zamén U Kklasifikace je konstrukce a interpretace ztratovych
funkci obecné problematické. Vyuziva se proto matice zameén:

Skutecnost
Y=1Y=0|3%
Predikce Y=1| TP FP | N,
V=0 FN TN |N_
)y N. N_ | N

(T/F - True/False; P/N - Positive/Negative)

Z matice zamén mizeme vyvodit nasledujici miry:
Skutecnost

P(Y | Y) Y =1 Y =0

Predikce Y =1 | TPR = ]T\Ti FPR = JF\%

Y=0|FNR =N TNR = 1N

- True positive rate (TPR): senzitivita (recall).

- False positive rate (FPR): type I error rate.

- False negative rate (FNR): type II error rate.

- True negative rate (TNR): specificita (specificity).
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9 EVALUACE MODELU
Casto pouzivanou mirou je také odhad P(Y = 1|Y = 1) - precision:

TP

A

Ny

PPV =

9.4.1 Evaluacni miry binarni klasifikace
Nejpouzivanéjsi mirou je pfesnost (accuracy) — odhad P(Y =Y):
TP + TN
ACC = ————
N

Tato mira vSak neni spolehliva pro nevybalancovana data, kdy modelu staci
predikovat pouze majoritni tridu. V takovém pripadé se pouziva F} score:
B 2

- PPV '+ TPR™V

kde hodnota P(Y = 1) je velmi mala.

F

9.4.2 ROC a AUC

Modely binarni klasifikace ¢asto odhaduji p(X) = P(Y =1 | X) a predikuji

A

Y = 15505

Hodnotu 0.5 vSak mizeme parametrizovat pomoc 7 € [0, 1] a ziskat tak pro
ruzné hranice rtuzné predikce:

A

YT - ]113>7'

ROC S hodnotou 7 od 0 do 1 se riizné méni TPR a FPR, jejichz vztah lze

vykreslit a nasledné déle zkoumat pomoci ROC kfivky (receiver operating
characteristic curve).
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9 EVALUACE MODELU

ROC krivka

1 T T
0.8} 8
. 0.6 | 1
2 :
0.4 2
029/ .~ |— ROC kiivka
o --- ndhodné predikce
0L \ \ \ \
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FPR

Pro dobry model se kiivka primyka k levé a horni ose (strmé roste).

AUC Kvalita modelu, pro kterou mame ROC ktivku, vyhodnocujeme
plochou pod kiivkou AUC (area under the curve). Model s ndhodnymi
predikcemi ma AUC = 0.5, dokonaly model by mél AUC = 1.

ROC krivka s AUC

1 T T T T
0.8 ]
. 06) :
= -
04| |
= AuC =085
021/ —  ROC kfivka
-- - ndhodné predikce
Y002 04 06 08 1

FPR
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10 NESUPERVIZOVANE UCENT

10 Nesupervizované uceni

Nesupervizované uceni se zabyva problematikou neoznacenych dat. Cilem
je tedy datiim porozumeét, pripadné odhalit néjakou vnitini strukturu. To
vétsinou znamena odhalit néjaké omezené oblasti v prostoru priznakt, ve
kterych se data vyskytuji castéji (data se zpravidla nevyskytuji ndhodné,
Casto tvori néjaké shluky). Byvaji néjakym zptisobem lokalizovanda (napf.
v néjakych méné dim. oblastech, apod.).

Obecnym problémem je, ze zpocatku typicky o datech neméme zadnou
informaci. Tu se snazime riznymi metodami z dat extrahovat. Na rozdil od
nesupervizového uceni zde neni jasny postup, nebo primocary zptsob, jak
uspésnost feseni vyhodnocovat.

Z pohledu teorie pravdépodobnosti Uvazujme realizaci ndhodného
vektoru X = (Xi,...,X,)" v prostoru X, které je v pripadé bindrnich
priznaka X = {0, 1} a v pripadé spojitych priznaku X = RP.

Porozuménim vnitini strukture znamena porozumeéni rozdéleni X tak, ze
jsme schopni spolehlivé predikovat pravdépodobnost P(X € O), kde O je
néjakou zajimavou podmnozinou X.

Odhadujeme tedy pravdépodobnostni hustotu fx(zi,...,z,), respektive
pravdépodobnostni funkci Px(X; = z1,..., X, = z,).
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11 SHLUKOVA ANALYZA

11 Shlukova analyza

Shlukova analyza (clustering) je metoda nesupervizovaného uceni, ktera
roztadi data do néjakych shluki tak, aby byly blizké body v jednom shluku a
vzdalené v riiznych. Jak presné formalizovat takovou tilohu je problematické,
proto muze mit riznd feseni v zavislosti na tom, jak definujeme vzdalenost.

Vzdalenost Pro pripomenuti, definice metriky byla zevedena v sekci[2.1.2]

Formalizace tlohy shlukovani Uloha na vstupu dostane metricky
prostor X se vzdalenosti d, mnozinu dat D C X a pocet pozadovanych
shluki k. Na vystupu se pozaduje néjaky rozklad mnoziny D na k shluki.
To znamend C,...,C, C D, kde C; # C; pro vSechna i # j, pficemz

k
D= C.

=1

11.1 Hierarchické shlukovani

Hierarchické shlukovani pouziva hladovy aglomerativni pristup popsany
v nasledujicim algoritmu.

Algorithm Hierarchické shlukovani

Require:
Mnozina dat D a metrika pro vzdalenost shluk.
Pozadovany pocet shluki & (jinak k& = 1).

Uvazuj kazdy bod jako jednoprvkovy shluk (celkem |D| shluku).
while pocet shlukid > k do

Nalezni dva nejblizsi shluky.

Tyto dva shluky spoj do jednoho.
end while

11.1.1 Meéreni vzdalenosti shluku

Po volbé metriky dvou bodu d(a, b) je jesté nutné zvollit vzdalenost dvou
shluki D(A, B). Obvykle se pouzije jedna z nasledujicich:

- Single linkage, ktery generuje dlouhé tetézce

D(4,B) = min d(=z,y).
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11 SHLUKOVA ANALYZA

- Complete linkage, ktery generuje kompaktni bunky

D(A,B) = ax d(xz,y).

- Average linkage, ktery méri podle prumérné vzdalenosti vsech bodu

1
D(A,B)= ——— d(x,y).
AB) = 415, 2, M@ Y)

- Wardova metoda (pouze pro X = RP), kterd minimalizuje nérust
vnittniho rozptylu bunék

DAB)= ¥ |l&—Zasl?— X llz—2a° = X |z — 5|7
rcAUB xeA xeB

kde Zg znaci geometricky stied (centroid) shluku S.

11.1.2 Dendrogram

Cely proces aglomerativniho shlukovani lze reprezentovat dendrogramem.
To je strom, ktery ma v listech poc¢atecni jednoprvkové shluky a ve vrcholech
spojeni. Obvykle algoritmus bézi, dokud nespoji vSechny shluky, v takovém
pripadé ma v koreni finalni shluk. Strom se vykresluje tak, ze listy jsou
ve vysce 0 a jednotlivé vrcholy ve vysce podle vzdéalenosti shluk, které se
v daném bodé spojily (vzdélenost, kterou musely “prekonat”).

30 A

25 1

20 A

15 A

10 A

i ] N
(7) (8) 41 (5) (10) (7) (4) (8) (9 (15) (5) (7) (4) (22) (15) (23)




11 SHLUKOVA ANALYZA

Méame-li pozadované k, prislusné dendrogram rozrizneme tak, aby vodo-
rovna cara protla presné k hran. Kazda takova hrana odpovida néjakému
shluku. Piipadné muzeme zvolit néjakou danou vysku (prijatelnou vzdale-
nost shluk).

Shrnuti Vyhodou Hierarchického shlukovani je flexibilita. MuzZeme algorit-
mus provést a pak nasledné rozhodovat o rozdéleni. Pti zméné poctu shlukt
staci jen zménit misto, ve kterém provadime ez (struktura dendrogramu se
nemeént).

Nevyhodou hierarchického shlukovéni je vypocetni narocnost O(n3), v p¥i-
padé single/complete linkage lze zefektivnit na O(n?). Pro velké datové
soubory se proto nehodi.

11.2 Algoritmus k-means
11.2.1 Shlukovani jako optimalizac¢ni iloha

Ke shlukovani lze pristupovat jako k optimalizacni tloze, ve které minimali-
zujeme tucelovou funkcei (objective function).

Pro dané k hledame rozklad C = (C4, ..., C}) mnoziny dat X v metrickém
prostoru X = R? vybavenou Eukleidovskou vzdalenosti minimalizujici
ucelovou funkei

GO =Y Y ey

Jedna se o primeérnou kvadratickou vzdalenost vnitinich bodi.

Souvislost tcelové funkce s geometrickym stredem Lze ukazat, ze
takovy soucet lze vyjadrit jako soucet kvadratti vzdalenosti od geometrického
stredu prislusnych shluki.

1
> le—yl*= X llz - &c|*=min ¥ [z - pl’
2‘01‘ x,ycC; xeC; KERP xeC;

11.2.2 k-means

Algoritmus k-means vyuziva predchozi rovnosti a jediné, s ¢im “manipuluje”,
jsou stredy shlukii. Nalezeni globalniho minima je NP-tézka tloha, proto se
pouziva iterativni zptsob, ktery hladové zmensuje hodnotu tcelové funkce.
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11 SHLUKOVA ANALYZA

Algorithm k-means

Require:
Mnozina dat D a pozadovany pocet shluku k.
Pocatecni rozmisténi pq, ..., py.

while hodnota tcelové funkce “hodné” klesa do
Roztrid D do shluku

N =

Ci={x €D|i=argmin|x — p;l}.
J

3: Prepocitej stredy novych clusterii

> .

pi
' |CZ‘ CEECZ‘

4: end while

Lze ukazat, ze v kazdém kroku algoritmu se hodnota tcelové funkce zmensi,
pripadné ziistane stejnd (v pribéhu algoritmu je hodnota tcelové funkce
nerostouct).

Béh algoritmu skonc¢i, pokud se zadny ze stfedii neprepocita nebo pokud je
rozdil hodnot ucelové funkce mezi iteracemi dostatecné mala.

Vysledek algoritmu hodné zélezi na poc¢ateénim rozmisténi stredii, proto se
typicky algoritmus spousti vickrat s riznymi pocatky, z nichz si nasledné
vybere shluk s nejnizsi acelovou funkci. Existuje rozsiteni algoritmu, které
vybird pocatky tak, aby byly “chytre” rozmisténé (k-means++).

Volba poctu shlukii k-means algoritmus dava rtzné vysledky pro rtizna
k, proto je dilezité jej stanovit dopredu. S rostoucim k, zfejmé hodnota
ucelové funkce vzdy klesa (pripadné neroste), proto je volba casto sub-
jektivni. Jednou z metod (i kdyz nespolehlivych) je metoda lokte (elbow
method), kterd predpoklada to, Ze existuje néjaké idedlni kx, takové, ze
hodnota tcelové funkce s rostoucim k < kx rychle klesa, a pro k > kx
roste méné. Zlomovy bod je predpokladany loket, ktery ale neni vzdy tplné
jednoznac¢ny ¢i optimalni. Alternativni zptusob ohodnoceni clusteringu je
naptriklad silhouette.
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11 SHLUKOVA ANALYZA

11.3 Silhouette skore

Silhouette score je jednoduchou metodou pro evaluaci shlukovani pro rizna
porovnani nebo i pro vybér optimélniho poc¢tu shluki (pro k-means).

Uvazujme néjaké shlukovani D = C; U ... U ()} na metrickém prostoru X
s metrikou d(z,y), kde Vo € D : x € Cj(,). Pro kazdy bod & € D se spocita:

« prumérnd vzdalenost bodu od ostatnich bodi ve stejném shluku:

1
a(r) = —— > dz,y)

« prumérna vzdalenost bodu od bodii v jiném shluku:

1
C@)l yec,

« prumeérnd vzdalenost bodu od nejblizsiho jiného shluku:

b(x) = min d(z,C;
() = min d(z, C;)

Evaluace pomoci Silhouette skére Finalni skore bodu x € D se pocita
nasledujicim vzorcem:

b(x) — a(x)

max a(z), b(x)

s(x) =

V pripadé jednoho shluku je s(z) = 0.

Pokud je s(x) blizko 1, b(x) > a(x), pak je bod dobie zatazen. Pokud je
s(z) blizko 0, b(x) =~ a(x), je bod na kraji svého a sousedniho shluku (také
v poradku). Je-li vSak s(x) blizko -1, b(z) < a(x), je bod Spatné zarazen.
Poznamenejme, Ze v takovém pripadé nestaci bod jen premistit do druhého
— zménilo by celé ohodnoceni (mohlo by byt ve vysledku shlukovani jesté
zhorsit).

S ohodnocenim jednotlivych bodt lze nyni provést evaluaci jednotlivych
clusterti i celého shlukovani:

1 1
s(C;) = @] > s(x) s = |’wggeps(x)

zeC;

Vyssi hodnota (blize k 1) znaci lepsi shlukovani (lepsi celkové umisténi
jednotlivych bodi).
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