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Zadani 1

Ukazte, ze pro kazdé n > 2 existuje graf na vrcholech vy, ..., v, takovy, ze existuje nanejvys jedna
dvojice indext i # j takova, Ze degv; = degv;. Jinymi slovy vSechny vrcholy maji riizné stupné az
na dva.

Reseni

Graf na n vrcholech splnujici podminku v zadani neobsahuje dvojici vrchold stupné 0. Pokud by
takové vrcholy existovaly, musely by zbylé vrcholy byt minimalné stupné 1,2,...,(n — 2). Nicméné
vrcholy v tomto grafu mohou byt nejvyse stupné (n — 3), protoze z celkovych n vrcholi by 2 vrcholy
byly izolované a vrchol nemuze sousedit sdm se sebou.

Analogicky lze ukézat, Ze neexistuje graf, ktery by mél dvojici vrcholi stupné (n — 1) — nevychdzel
by vrchol se stupném 0 nebo 1.

Pro jednoduchost se budeme v diikazu strikné drzet pouze grafi bez izolovanych vrcholi.
Definujme vyrok V(n) nasledovné:

V(n) <= existuje graf na vrcholech vy, ..., v, takovy, zZe existuje

pravé jedna dvojice indexti i # j kde degv; = degv;

Platnost V(n) pro vSechna n > 2 dokdZzeme matematickou indukei.

Zakladni krok: Dokdzeme tvrzeni pro n = 2 a n = 3. Grafy spliujici V(2) a V(3) jsou napriklad:

Indukéni krok: Ukézeme, ze plati V(n) = V(n + 1) pro vsechna n > 3.

Predpoklad V' (n): Existuje graf G = (V, E) na n vrcholech, které maji rizné stupné az na dva. Vzhle-
dem k tomu, Ze neuvazujeme izolované vrcholy, tyto vrcholy maji nutné stupné 1,...,k,k,...,(n—1),
kde jsou pravé dva vrcholy stupné k € {1,2,...,(n — 2)}. To vyplyvé z toho, Ze stupné vrcholu jsou
mensi nez n. A v souladu s dvodni pozndmkou navic musi platit & < (n — 1).



Vytvorime graf H rozsifenim grafu G o novy vrchol u néasledujicim zpusobem:

H=VU{u},EU{{u,v}|veV: degov >k}
U {{u,v} | v je jeden konkrétni vrchol stupné k})

Ukézeme, Ze graf H dokazuje V(n + 1).

Vsechny vrcholy stupné vyssi nez k a jeden z dvojice vrcholt stupné & byly spojené s novym vrcholem
u. Stupné vrcholia V(H) \ {u} se od stupni vrcholi z pivodniho grafu G lisi nasledovné:

V(G): 1,....kk,...,(n—1)
VH)\{u}: 1,...,k,(k+1),....n = 1,...,n

Pridanim hran se zvedly stupné vrcholu s vic nez k sousedy o jedna. Tim se uvolnil stupen (k + 1),
ktery zabral jeden z vrchol ptuvodné stupné k. Stupné vrcholt V(H) \ {u} jsou proto rozdilné a
jejich stupné jsou: 1,...,n.

Stupen pridaného vrcholu w je

degyu=[{{u,v} |veV: deggv >k} +1
=|{veV|deggv >k} +1
=((n-1)—k)+1
=n—-ke{l,...,(n—1)}

Existuji tedy dva vrcholy stupné (n — k). Graf H je na (n + 1) vrcholech a vsechny jeho vrcholy
maji riizné stupné az na dva. Potvrdili jsme, Ze pokud plati V(n) (existuje G), pak plati V(n + 1)
(Ize sestrojit H).

Zavér: Podle slabého principu matematické indukce plati V(n) pron =2 an > 3.

Tvrzeni VYn > 2: V(n) je omezené na pravé jeden par vrcholu stejného stupné misto nanejvyse
jednoho paru. Je proto postacujici podminkou pro vétu v zadéani. O



Zadani 2

V hospodé se porvalo vSech 2n + 1 navstévnikt. Kazdy dal ranu presné n riznym kolegiim. Dokazte,
Ze existuje navstévnik hospody, ktery inkasoval ranu od nékoho, komu on sdm ranu nedal.

Reseni

Nestastny navstévnik je ten, ktery inkasoval ranu od nékoho, komu on sdm ranu nedal. Pokud
nas nezajima, zda nestastny navstévnik existuje ¢i ne, potom rvacka muze vzdy nastat — napr.
nésledujicim zptsobem: 2n + 1 navstévnika se postavi do kruhu a kazdy navstévnik d& ranu n
kolegtim, které mé bezprostiedné po své pravé strané.

Pokusime se nalézt situace, kdy nestastny navstévnik neexistuje: Pokazdé kdyz néjaky navstévnik
da nékomu ranu, schyta to od toho samého ihned nazpét. Jinymi slovy hleddme n-regularni graf na
2n 4+ 1 vrcholech, kde kazda hrana v grafu reprezentuje vzajemnou vyménu ran. Pokud najdeme
takovy graf, vyvratime existenci nestastného navstévnika. Naopak, pokud ukézeme, ze takovy graf
nelze sestrojit, dokdzeme, ze ve vsech takovych rvackich nestastny navstévnik jisté existuje.

Liché n: Graf nelze sestrojit. Neexistuje rvacka tvorena ¢isté ze vzajemnych ran. Ve vSech rvackach
je nestastny navstévnik. Kdyby takovy graf G = (V, F) existoval, byl by soucet stupiit vrcholt lichy,
coz by nevyhovovalo principu sudosti:

Z degv = Z n=|V|-n=2n+1)-n <+ soudin dvou lichych ¢isel
veV veV

Sudé n: Graf lze sestrojit. Existuje rvacka tvofend pouze vzijemnymi ranami bez nestastného
navstévnika. Pro sudd n muzeme tvrzeni v zadani vyvratit napiiklad nasledujicimi protipriklady
pron = 2,4,6:

Graf vyvracejici tuto vétu lze sestrojit pro libovolné sudé n naptiklad nasledujicim algoritmem
(pouze intuitivné bez diikazu korektnosti):

2n + 1 ndvstévniki se postavi do kruhu a kazdy udéli rdnu 4 kolegiim, které ma bezprostfedné

napravo, a 5 kolegtim, které mé nalevo. Vzdélenost dvou navstévniki je symetricka (napi. z pohledu
kolegy, ktery je 2 < & krokl napravo, jsem ja stejny pocet x krokli nalevo). V takové rvacce jsou
vSechny rany vzajemné. O



Zadani 3

Ukazte, ze bipartitni graf neobsahuje lichou kruznici.

ReSeni

Uvazujme bipartitni graf. Definujme cyklosled jako sled v tomto grafu, ve kterém se neopakuji
vrcholy s vyjimkou prvniho a posledniho vrcholu, které jsou stejné. Kazda kruznice lze jednoznacné
ur¢it néjakym cyklosledem. Kazdy bipartitni cyklosled ma nutné sudy pocet hran, aby skoncil v té
samé partité — hrany vedou pouze mezi partitami. Protoze neexistuje cyklosled liché délky, nemuze
existovat ani lichd kruznice — bylo by ji mozné popsat lichym cyklosledem (spor). O



