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Zadani 1

Formulujte nutné (a rozumné) podminky pro fakt, ze jsou dva grafy G, H isomorfni.
Formélné: pro dva grafy G, H definujte formuli ¢(G, H) tak, aby platilo tvrzeni:

G=H = ¢(G,H)

Reseni
Necht jsou grafy G a H isomorfni a funkce f: V(G) — V(H) isomorfismus téchto grafi. Déle necht

jsou u, v libovolné vrcholy na G. Pak plati nésledujici formule:

L \v(@) = |v(H)

&L\ B(G)| = |E(H))|

(G, H)

(G, H)

03(G, H) L J(u-v-cesta v G) = 3(f(u)-f(v)-cesta v H)
(G,H) LLoGgan maji stejny pocet souvislych komponent
(@, 1)

def . . . . er s v v
< existuje matice sousednosti reprezentujici soucasné G a H

Intuice za formulemi: Po odmysleni labelt vrchold jsou G a H identické grafy.



Zadani 2
Nutné podminky z minulého zadani formélné dokazte z definice isomofismu.
Reseni

Dokazu formule ¢; a 3. Dikaz formule ¢q:

01(G, H) &L [v(a) = vm)

Z predpokladu existuje bijekce f: V(G) — V(H), pro kterou nutné plati |Ds| = |Hs| — vlastnost
bijektivniho zobrazeni:
V(@) = Dyl = |Hf| = [V (H)]

Dikaz formule @3:

v3(G, H) £ I(u-v-cesta v G) = I(f(u)-f(v)-cesta v H)

Uvazujme libovolnou u-v-cestu v G:

U = gl7{91792}ag27 oy, gn =0
kde g; € V(G) pro i € {1,...,n}. Protoze se jedna o cestu, jisté plati g, # g; pro rtzné indexy
i,j€{1,..,n}.

Oznacme h; = f(g;) proi € {1, ...,n}: Diky isomorfismu a existujici g;-g,-cesté v G, pfimo odvodime
i existenci hy-h,,-cesty v H:

f(gl)7{f(gl)7 f(g2)}’f(g2)’ e 7f<gn)
= hi,  {h1,ha}, ha, -+ hy

kde 1ze nahradit hy = f(g1) = f(u) a hy, = f(gn) = f(v). Skuteéné se jedna o f(u)-f(v)-cestu v H:
Na H plati f(g;) # f(g;) pro rizné indexy %,j € {1,...,n}, protoze f je injektivni a na stejnych
indexech plati g; # g;. O



Zadani 3
Ukazte, ze nasledujici dvé podminky jsou ekvivalentni pro ¢islo n € N,n > 1:

1. Existuje samodopliikovy graf na n vrcholech.

2. n=1 (mod 4) nebo n =0 (mod 4)
Reseni
1. = 2.: Samodoplnkovy graf G na n vrcholech ma jisté stejny pocet hran jako svij doplnék:
G=G = |E(G) =BG

Dale vime, Ze velikost sjednoceni hran grafu G a jeho dopliiku G je (g) Pocet hran grafu G je proto
polovina z poc¢tu vSech moznych hran v grafu na n vrcholech (72‘) /2.

E(G)| + |E@G)| = (Z) s 2B(G)| = <Z)

n n! n(n—1)
n—2)12] -1
; |E(G)| _ (2) _ (n=2)120 2 _ n(n )

2 2 2 4

Pocet hran v grafu musi byt celociselné, proto @ musi byt celé ¢islo. To plati pouze tehdy, kdyz

je n(n — 1) délitelné 4:
nn—1)=0 (mod 4))

Soucin dvou po sobé jdoucich kladngch ¢isel (sudé - liché) je délitelné ¢islem 4 jen, pokud je jeden z
¢initelt (n nebo n — 1) ndsobkem 4:

n=0 (mod4) V n—-1=0 (mod4)
< n=0 (mod4) V n=1 (mod4)

2. = 1.
Pro jednoduchost zpocatku uvazujme pouze n = 0 (mod 4), respektive n € {4k | k € N}.

Necht jsou ¢tyfi neprazdné mnoziny vrcholt Ay, Aa, By, Bo, |A1| = |As| = |B1| = |Bz| = 4. Tvrdim,
ze graf G definovan nasledujicim zptsobem je samodoplikovy:

A1 U A,y

G:(AluAguBluBz,( 5

) U {{al,bl} | a] € Al,bl S B1}
U {{ag,bg} | as € Ag,bg S BQ})

Podgraf grafu G indukovany mnozinou A; U A, je iplny a naopak podgraf indukovany mnozinou
By U By je tvoren izolovanymi vrcholy. Odmyslime-li si hrany mezi vrcholy v A; a A, grafy
indukované mnozinou vrcholi A; U By a A; U Bs jsou tplné ‘bipartitni’ grafy. Pro n = 8 muze G
vypadat nésledovneé:
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Z jistych pozorovni o G lze piimo odvodit vlastnosti o jeho dopliiku G:

(

) mezi vSemi vrcholy v A; U Ay vedou hrany,

H
| o

mezi vrcholy v Ay U Ag nevede zaddnd hrana,

z o

(

) mezi vrcholy v By U By nevede zadné hrana,

mezi vSemi vrcholy v By U By vedou hrany,

® o

ze vSech vrcholi v A; vede hrana do kazdého vrcholu v By,

z Ay nevede zaddné hrana do By,

E Jo

ze vSech vrcholi v A vede hrana do kazdého vrcholu v B,

z As nevede zadnd hrana do By,

£ o

z A1 nevede zadné hrana do B,

ze vSech vrcholi v A vede hrana do kazdého vrcholu v B,

g Jo

7 As nevede zadné hrana do By,

ze vsech vrcholi v As vede hrana do kazdého vrcholu v Bjy.

UQ\

Z téchto pozorovani lze jednoznacné zkonstruovat doplnék grafu G:

_ <Bl U By

G:(A1UA2U31UBQ, 9 )U{{al,bg}|a1€A1,b2€Bg}

U{{ag,b1} | az € Ag,b; € B1})

Jednd se o definici grafu G s prohozenymi mnozinami A; <> By a As <> Bs. Protoze jsou vrcholy v
ramci jedné mnoziny i samotné celé mnoziny Aq, As, By, By zaménitelné, jsou grafy G, G isomorfni.



Isomorfismus je f:= f1 U fo U f3 U fy:

fliAlﬁBla fg:AQHBQE
f3:B1— A fa: By — Ag_

kde f;,i € {1,2, 3,4} jsou libovolné piislusné bijekce — libovolné diky zminéné zaménitelnosti.

Kdybychom méli v kazdém pripadé o jeden vrchol u navic, v grafu G bychom ho sparovaly se vsemi
vrcholy v A; U As a v dopliiku by ndm ‘ptresko¢il’ na mnozinu By U Bs, coz by zachovalo symetrii se
zbytkem doplnku. Definice by se ndm mirné zménily timto zptsobem:

AiUA
G:({u} UA1UA2U31UBQ,( 12 2>U{{a1,b1}|a1€A1,b1€Bl}

U {{ag,bQ} | as € Ag,bg c B2}
U{{u,a} |a € Ay U As})

_ B, UB
G = ( {11} UA1UA2UB1UBQ,< ! 9 2) U{{al,bg} | a1 €A17b2 GBQ}
@] {{ag,bl} | as € Ag,bl € Bl}
U{{u,b} | b€ B UBsy})
a isomofismus: f:= {(u,ugz)} U fiU foU f3U f4. Seznam pozorovani by se ndm rozsifil:

(4a) z vrcholu u vede hrana do kazdého vrcholu v A; U Ay
£, mezi vrcholem u a A1 U As nevede zadnd hrana,
(4b) mezi vrcholem u a By U By nevede zadné hrana,

% z vrcholu u vede hrana do kazdého vrcholu v By U Bs.

Analogicky plati jiz odiskutovana symetrie a G, G jsou isomorfn{ i pro n € {4k + 1 | k € N}. Ukézali
jsme, Ze pokud n =1 (mod 4) nebo n =0 (mod 4), existuje samodopliikovy graf na n vrcholech. O



