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Zadani

Zjistéte, jestli je posloupnost (sgnsinn)22 ; periodicka.

Periodickou posloupnosti se mysli takovd posloupnost (a,,)52 1, pro které existuje perioda T' € N
takova, ze pro vSechna n € N plati a,, = an47.

Funkce sgn : R — {—1,0,1} zobrazuje zdpornd ¢isla na -1, nulu na 0 a kladné ¢isla na 1.

Pomocna tvrzeni

Tvrzeni 1. Pokud md posloupnost (sgnsinn)$ , periodu T € N, pak T > 7 > 2.
Diikaz. T > 6 plyne pfimo z vyctu prvnich prvki:

17 1a 15 (71)3 (71)7 (71)7 17 T
T = 6 lze vyvrétit protipiikladem: sgnsin(1+5-7) = —1 # 1 = sgnsin(1). O
Tvrzeni 2. Necht je a € N. Neexistuje k € Z, pro které plati a = k.
Diikaz. Plati trividlné pro k = 0. Pro k # 0 by muselo platit 7 = # € Q, coz je ve sporu s tim, ze
7 je iracionalni ¢islo. O
ResSeni
Posloupnost (sgnsinn)$%; neni periodicka.
Diikaz. Pro spor predpoklddejme, Ze posloupost (a,)22;, kde a,, = sgnsinn, je periodickd s peri-
odou T € N.

Ziejmé plati sinl > 0, tedy a3 = 1. Podle pfedpokladu dale plati a; = ai14p. Pro ayyr se
stejnym znaménkem proto existuje z € Z takové, ze 2rz < 1+ T < 27z + 7 (slovy: 1 + T lezi v
intervalu, na kterém je sinus kladny). Z Tvrzeni 2 jsou zde nutné ostré nerovnosti a z Tvrzeni 1
navic plati z # 0 (z pohledu vnitin{ funkce sin jsme v jiné periodé). Po odecteni 27wz obdrzime
0<1+7T —2rz < 7. Ozna¢me tuto fazi p; =1+T1 — 27z.

Nyni mtze nastat jeden ze dvou pripadu: 1. ¢1 = 1, nebo 2. 1 # 1 . Oba pripady vyvratime.

1. Z rovnosti 1 = 1 dostavame spor: p1 =1 = 1+T - 212 =1 = 7 = Tgtl €Q

2. Oznacme Ay = @1 — 1. Protoze ¢1 € (0,7) a zaroven ¢; # 1, tak Ap € (—1,0) U (0,7 — 1).
Uvazujme pro ted piipad 0 < Ap < m — 1. Ukdzeme, Ze po maximalné fAid periodéach se zméni

o0

posloupnosti (sinn)S2 ; znaménko, tedy vyvratime existenci periody T posloupnosti (sgnsinn)$2 ;.

Par prvnich prvkia vybrané posloupnosti (sgnsin(l 4+ n7"))52; mohou mit shodné znaménko,
nicméné kazdou periodou se faze ve vnitini funkci sinus posouva o Ap. V konetném poctu m



‘period’ nastane 1+ m - Ay > 7 a znaménko skoci do zdpornych hodnot. Protoze Ay < m, nehrozi
preskoceni intervalu délky 7 z kladnych hodnot sinu opét do kladnych.

V pfipadé Ap € (—1,0) by byl dikaz analogicky. Faze by se zmensovala az do doby, kdy po m
‘periodéch’ dosdhne 1+ m - Ap < 0 a zméni se znaménko.
Zavér: S predpokladem, ze posloupnost (sgnsinn)S ; je periodickd, jsme dosli ke sporu. Posloup-

nost zaddnou periodu nema.




