MA2: {sin(k) | k € Z}

Tommy Chu

Zadani

Dokazte, ze mnozina {sin(k) | k € Z} je hustd v [—1, 1].

Pomocna tvrzeni

Tvrzeni 1

Necht je M podgrupa (R, +). Pro M plati pravé jedna z nésledujicich vét:
A: Existuje kladné minimum M.

B: M je husta v R.

Diikaz: (A = —B): Pokud ma M kladné minimum m, pak prinik intervalu (5, %) s mnozinou
M je prazdny. M tedy neni v R husta.
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(A = B): Neexistuje-li kladné minimum M, pak pro libovoné ¢ > 0 existuje m € M takové, ze
0 < m < e. Pro libovolné = € R nutné existuje k € Z, pro které plati km < z < (k+ 1)m. Po
odec¢teni km obdrzime 0 < z — km < m < €, coz lze prepsat na |z — km| < e, tedy pro libovolny

interval (z — e,z + ¢) existuje km € M, ktery v ném lezi. Mnozina M je v R hust4. O
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Tvrzeni 2

Uvazujme M z predchoziho tvrzeni. Pokud M neni v R hustd, pak M = {km | k € Z}, kde m je
kladné minimum mnoziny M.

Dukaz: Existenci kladného minima m zajistuje Tvrzeni 1, {km | k € Z} C M plyne z uzavienosti
vudi séitédni. Pro spor predpokladejme, ze existuje prvek r € M \ {km | k € Z}. Pro tento prvek
jisté existuje k € Z takové, ze km < r < (k + 1)m. Po odecteni km obdrzime 0 < r — km < m,
kde r — km € M. To je vsak ve sporu s tim, ze m je kladnym minimem M. O
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Tvrzeni 3

Uvazujme M = {a + 27b | a,b € Z}. M je hustd v R.

Dikaz: Pro spor predpokladejme, ze M neni v R husta. Pak podle Tvrzeni 1 existuje kladné
minimum m = a,, + 27b,, € M, kde a,,, b,,, € Z. Déle z Tvrzeni 2 vyplyva, ze M = {km | k € Z}.

7 toho plyne
Z={alacZ}C{a+2rb|a,beZ}=M={km|keZ}

1€eZ = 1e M = (Fk € Z)(1 = km = k(a, + 27b,,))

7 toho vSak plyne m = 12?2?,:" € Q, coz je ve sporu s tim, Ze 7 je iracionalni.
Proto je mnozina {a + 27b | a,b € Z} v R hust4. O
Reseni

Uvazujme libovolné z € [—1, 1], € > 0. Chceme ukdzat, Ze existuje n € Z takové, ze |z —sin(n)| < e.
Protoze Hgyy = [—1,1], existuje ¢, € R takové, Ze & = sin(p,). Navic funkce sinus je spojitd,
proto plati

lim sin(p) = sin(p,) = x
p—on

Diky tomu, Ze je mnozina M = {a + 27b | a,b € Z} v R hust4, existuje posloupnost (s,)52,
prvki z M \ {¢,} takovd, ze

lim s, = @,
n—roo

Odtud z Heineho véty plyne, Ze pro limitu posloupnosti (sin(s,))>2; plati

lim sin(s,) =«
n— 00

Prvky posloupnosti (s,,)22; jsou tvaru a,, + 27b,,, kde a,, b, € Z. Funkce sinus mé ovSem periodu
27, tedy lze vypustit 27b,,:

x = lim sin(s,) = lim sin(a, + 27b,) = lim sin(a,)
n—oo n— oo n— oo

Z toho vyplyva, Ze pro libovolné zvolené € > 0 existuje n € Z takové, ze |z — sin(n)| < e. O
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